Drgania harmoniczne

O oscylatorze harmonicznym mozemy moéwic wtedy, kiedy sita hamujgca dziata proporcjonalnie do wychylenia z potozenia
rownowagi. Rbwnanie ruchu ma wtedy postac:

d%x
pre +wix=0

Pierwszy wyraz to zapisane rézniczkowo przyspieszenie ciata a. W drugim wyrazie wystepuje wychylenie x oraz czestos¢
drgan wiasnych o,. Rozwigzanie takiego rownania ma postac:

x = Asin(wot + @)

gdzie f — faza poczatkowa. Sg to drgania okresowe, a okres drgan wynosi T =
)]

Przyktadem drgan harmonicznych jest ruch odwaznika o0 masie m, zaczepionego do niewazkiej 0
sprezyny o wspotczynniku sprezystosci k. Réwnanie ruchu ma postac:

2

d°x
ma = —kx m F = —kx gdzie x- wydtuzenie sprezyny XO
t

Porownujgc to réwnanie z rownaniem oscylatora

harmonicznego otrzymujemy . k
czestos¢ drgan wiasnych: Wo = | m X




Predkos¢ i przyspieszenie w ruchu harmonicznym

Z réwnania ruchu harmonicznego x = Asin(wt+¢) mozna wyznaczyé zalezno$é predkosci od czasu

V= % = Aw cos(ot + @)

...a takze zaleznosc¢ przyspieszenia od czasu
_av

a=— = ~Aw’ sin(wt + @)

[przyspieszenie ]

z

Zalezno$¢ wychylenia, predkosci i przyspieszenia od czasu



Energia w ruchu harmonicznym

Energie potencjalng w ruchu harmonicznym wyznaczamy, obliczajgc prace, jakg trzeba wykonac, aby przesungc ciato
na odlegto$¢ x z potozenia rownowagi. Przy przesuwaniu o odcinek dx wykonamy prace:

adW = Fax

0 0 kx?
Catkowita praca jest réwna: W= _[F ax = I(— kx)ax = ey
0 0

2
Energia potencjalna w ruchu harmonicznym: [ £,= %

mv?  ma®A? cos(ot + p)

Energia kinetyczna w ruchu harmonicznym: £, = > >

Energia catkowita w ruchu harmonicznym:
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/:_C=Ep+/:_k=kx L mv: _ KA®sin (a)t+go)+ma),4 cos’(wt+¢p) kA

Energia catkowita nie zalezy od czasu - jest stala E

Zalezno$¢ energii kinetycznej i potencjalnej od wychylenia




Wahadto matematyczne i fizyczne

Réwnanie ruchu dla wahadta matematycznego ma postac:

ma =-mgsin «

Po przeliczeniu przyspieszenia liniowego na kgtowe, oraz zastosowaniu przyblizenia sin a =
a dla matych katow, otrzymujemy:

h
. . _ ’ 0 . 2
\ g gdzie ¢ — przy$pieszenie katowe, lub d°a N g

- P+ o= 0 W zapisie rozniczkowym: q 5 | a=0
t

mgcosa Jest to rownanie oscylatora harmonicznego, ktérego okres i czestotliwo$¢ wynoszag

Podobne obliczenia mozna przeprowadzi¢ dla bryly sztywnej, zawieszonej na osi
przechodzgcej powyzej swojego srodka masy. Otrzymujemy:

lo+mgda =0

gdzie | — moment bezwtadnosci bryty wzgledem wybranej
0si, m — masa bryly, g — przy$pieszenie ziemskie, d —
T = 272_ | odlegto$¢ od wybranej osi do sSrodka masy bryty.

|/ mgd




Zadania

Zadanie 1.

Dtugo$¢ swobodna sprezyny zwisajgcej pionowo wynosi L, = 10 cm, a jej stata sprezystosci k wynosi 100 N/m. Na sprezynie
zawieszono kulke o masie m = 1 kg a nastepnie puszczono swobodnie. Oblicz, jakie bedzie najnizsze i najwyzsze potozenie
kulki. Podaj, gdzie znajduje sie potozenie rownowagi takiego uktadu. Oblicz okres drgan.

Kiedy kulka zostaje zawieszona na sprezynie, ma energie potencjalng
wzgledem najnizszego potozenia. W najnizszym potozeniu energia ta
zostaje zamieniona w energie sprezystosci:

mgd = ——
’ 2

Réwnanie to ma dwa rozwigzania ze wzgledu na d, ktére odpowiadajg
skrajnym potozeniom ciezarka.Jedno rozwigzanie to d=0 — ciezarek wrac:
do potozenia poczgtkowego. Drugie rozwigzanie to

2m
d=-<"9
Kk
Po obliczeniu otrzymujemy d = 0.2 m. Zatem najnizsze potozenie kulki to L,+d = 30 cm.
Gdyby kulka wisiata swobodnie na sprezynie, sita sprezystosci Obliczamy okres:
rownowazytaby site grawitacji. Pozwala to obliczy¢ wydtuzenie 2
rownowagowe d, — potozenie, wokot ktorego nastepujg oscylacje. T = il . F
Wy = .| —
o 'm
mg = kdo Po obliczeniu otrzymujemy d, = 0.1 m.

Otrzymujemy warto$¢ T = 0.63 s



Zadanie 2

Klocek o masie m=1 kg lezy na gtadkim stole i jest przyczepiony do sciany poziomg sprezyng o statej sprezystosci k = 800
N/m i dlugosci swobodnej L, = 20 cm. Klocek o identycznej masie i predkosci v = 4 m/s poruszajgcy sie w kierunku Sciany
zderza sie z nim niesprezys$cie. Na jakg minimalng odlegtos¢ L, zostanie $cisnieta sprezyna, a na jaka L., rozciagnieta?
Jaki bedzie okres drgan po zderzeniu?

Zderzenie jest niesprezyste i klocki tgczg sie ze sobg. Korzystamy z
zasady zachowania pedu by obliczy¢ wspdlng predkosc¢ klockow po | L
zderzeniu.

MyV, = (my +m, Ju N Q9000 4 <=

Poniewaz w zadaniu m; = m,, to u=v/2 =2 m/s

Energia kinetyczna klockéw po zderzeniu zmieni sie | L U _O
catkowicie w energie sit sprezystych w skrajnych 2
potozeniach - jesli sprezyna zostanie maksymalnie m
Scisnieta bgdz rozciggnieta (wtedy u=0)

2mu®  kd?
2 2

gdzie d — amplituda drgan.
Po przeksztatceniach otrzymujemy d, = 0.1 m i d, = -0.1 m.Sprezyna zostanie Scisnieta na odlegtos¢ L,+d, = 10 cm, a
rozciggnieta na odlegtos¢ L,+d; = 30 cm.

2m _
Okres drgan obliczymy ze wzoru: T=2r |— T wynosi 0.314 s

\



Zadanie 4
Obliczy¢ okres drgan uktadu przedstawionego na rysunku.

. i , . \ . 1 R F
Zaniedbac opor powietrza i tarcie. W
| 1

0 X
Po wychyleniu klocka z potozenia rownowagi do potozenia x pierwsza sprezyna wydtuzy sie o d, a druga o d,,
przy czym:
d+d,=x
Fr= _/(1d1
F, =-k,d,

—

Ruch klocka bedzie sie odbywac pod wptywem sity F2 . W miejscu potgczenia sprezyn dziatajg sity /:1 iFZ'.
Ich wartosci sg rowne, zatem: kd =k.d
™1 — h2™2

Z ukfadu rownan:

d+d,=x
kid, = Ky,
. kX . K.k
obliczamy: d, =— ,  anastepnie F.o=—k.d =——12
Lok +k, 2T T
r . . . . . * k1k2
Z poréwnania ze wzorem na site harmoniczng wynika, ze kK = ﬁ , zatem:
1T K

I =2 n3=27z miks + k)
k kK,



Zadanie 5
Ptaska podstawka porusza sie ruchem harmonicznym pionowym. Na tej podstawce lezy odwaznik. Jaka moze by¢

maksymalna amplituda tych drgan, aby odwaznik nie odrywat sie od podstawki? Okres drgan podstawki i odwaznika
wynosi T, a przyspieszenie ziemskie g.

Odwaznik znajduje sie w uktadzie nieinercjalnym (podstawka porusza sie z ma
przyspieszeniem réznym od zera), dziata wiec na niego sita bezwtadnosci
zawsze skierowana przeciwnie do zwrotu przyspieszenia podstawki. Odwaznik
moze oderwac sie od podstawki, jesli przyspieszenie bedzie skierowane w dot i
osiggnie maksymalng warto$¢ (podstawka bedzie w najwyzszym potozeniu).
Zapisujemy réwnanie ruchu harmonicznego:

x = Acos wt a
stad: a =—Aw’ cos wt mg
Wartos¢ maksymalna przyspieszenia wynosi: g — Aa)z
max
Odwaznik nie oderwie sie od podstawki, jesli: ~ /Mad,,,, < Mg
A’ < g
A<
0
2
2 A
poniewaz = il A< g

T A



Zadanie 6
Drewniany szescian o krawedzi a i gestosci p, ptywa na powierzchni wody (gesto$¢ p, ). Szescian popchnieto w dot i
zaczagt wykonywac drgania. Wykazac, ze sg to drgania harmoniczne i obliczy¢ okres drgan.

(2)
W potozeniu réwnowagi (1) sity wyporu i ciezkosci rownowazg sie.
W potozeniu (2) dziata niezréwnowazona sita wyporu: - F

F=-xa 2,029

Sita jest wprost proporcjonalna do wychylenia x i przeciwnie skierowana.
Jest to wiec ruch harmoniczny o wspotczynniku:

k=a’p,g

Teraz mozemy obliczamy czestotliwos$¢ drgan wiasnych:

k
o0 =2 _ P9
m ap,
A nastepnie okres drgan:
2 a
757 _op [P

@ P9



Wahadto fizyczne
Zadanie 5

Sztywny, cienki pret o dtugosci L = 1 m i masie m = 5 kg zawieszono na prostopadtej osi, przecinajgcej go w 4 dlugosci. Jaki
jest okres drgan takiej bryty? Jak zmieni sie okres po przeniesieniu osi na koniec preta?

Okres wahadta fizycznego wyrazony jest wzorem:

| o
—1
T=27 | \ L/4

|/ mgd \ 0O
Mamy zatem do wyliczenia dwie niewiadome: moment bezwtadnosci | i \
odlegtos¢ od osi do srodka masy d. \,

Moment bezwtadnosci wyliczamy z twierdzenia Steinera: L\ Sm
\

2 \

,  mL? L mLe m2 7 .,
| =1,+mX*=——+m — | = + =-—mL
12 4 12

\
16 48
gdzie x="4 L oznacza réwnolegte przesuniecie osi wzgledem osi zwigzanej ze
$rodkiem masy preta, dla ktérej moment bezwtadnosci |,=mL?/12

Widzimy rowniez, ze szukane d = V4 L, gdyz taka jest odlegto$¢ miedzy
srodkiem masy preta a wybrang osig. Zatem szukany okres:

7

—mL? o . . .
T_o, |48 _on 7-4L  Okres jest niezalezny od masy preta i wynosi
1 48g 1.51s (g przyjeto jako 10 m/s2).
ngL

Jesli o$ przeniesiemy na koniec preta, otrzymamy:

oraz d= "L Okres wynosi w tym przypadku
3 1.62s.



Wahadto fizyczne

Zadanie 6

Sztywny, cienki pret o dtugosci L = 1 m i masie m = 4 kg zawieszono na prostopadtej osi, przechodzgcej przez koniec preta. Na
jego drugim koncu zawieszono otowiang kulke o masie M = 2 kg. Jaki jest okres drgan takiej bryty? Kulke potraktuj jako mase
punktowa.

Podobnie jak poprzednio, korzystamy ze wzoru na okres wahadta fizycznego T =27 Id
\'mg

Obliczamy moment bezwtadnosci bryty wzgledem osi. Jest on sumg
momentow bezwltadnosci preta i kulki.

- mL? L) ,
12 "M2) T s k=ML

Zeby obliczyé odlegto$é d, musimy znaé potozenie $rodka masy bryly. Poczatek uktadu
wygodnie jest przyjgc w osi.

L
- :Zmiri :2m+LM
T m, m+M

Srodek masy znajduje sie w odlegtosci 2/3 L od osi i takg przyjmujemy odlegto$¢ d.

2
m"+ ML?
3

T =27 Obliczony okres T wynosi 1.81 s.

\(m+M)g§L



Wahadto fizyczne

Zadanie 7
Jaki jest okres wahan jednorodnej kuli o masie m=0,5 kg i promieniu R=1m zawieszonej na matym haczyku wbitym w jej
powierzchnie? Na jak dtugim sznurku trzeba by zawiesi¢ matg kulke o takiej samej masie m, aby wahata sie z takg samg
czestotliwoscig?
Moment bezwtadnosci kuli wzgledem punktu zawieszenia (z twierdzenia Steinera):
/ =1, +mR?

/:%m/‘?2 +mr? :Zm/‘?2

Ze wzoru na okres wahadta fizycznego:

2
Fe2m |l con IR o TR o35/
mgR 5mgR 59

Okres wahadta matematycznego ma by¢ réwny okresowi wahadta fizycznego:

2w L con TR o 12T R v4rm)
g >g >

Ta dfugosc jest nazywana diugosciq zredukowang wahadfa fizycznego.




Zadania do samodzielnego rozwigzania

1. Model zawieszenia samochodu jest ptaskg ptytga o masie m=1000 kg, podpartg czterema identycznymi sprezynami.
Jakie muszg by¢ ich state sprezystosci, aby czestotliwos¢ drgan wynosita 1 Hz (zaktadamy, ze ptyta drga jedynie w
ptaszczyznie pionowej)?

Odp.: 250 N/m
2. Na szczycie gtadkiej rowni pochytej, nachylonej pod kgtem 30° do poziomu przymocowano sprezyne o dtugosci
swobodnej L = 0,5 m i statej sprezystosci 100 N/m, a do niej zaczepiono ciezarek o masie m = 1 kg. Oblicz: a) gdzie

znajduje sie potozenie rwnowagowe, b) odlegtos¢ od szczytu rowni do najnizszego punktu, do ktdrego siega ciezarek w
trakcie drgan, c) okres drgan

Odp.: a) 55 cm od szczytu rowni, b) 60 cm od szczytu rowni, c) 0,628 s

3. Do sprezyny, zawieszonej na suficie o dtugosci poczatkowej L = 0.3m zaczepiono ciezarek, ktéry po swobodnym
puszczeniu wykonuje drgania o amplitudzie 0,1 m. Kiedy zaczepiono drugi ciezarek o masie m = 1 kg, okres drgan wyniost
1 s. lle wynosi stata sprezystosci sprezyny i masa pierwszego ciezarka?

Odp.: m, = 0,65 kg, k = 65 n/m

4. Okres drgan wahadta sktadajgcego sie z cienkiej, niewazkiej nitki o dtugosci L i ciezarka wynosi T. Jak nalezy dobra¢
dtugo$¢ nici by uzyskac okres drgan: a) dwa razy dtuzszy, b) trzykrotnie krotszy?

Odp.;a) L’=4L, b) L'=L/9

5. Oblicz okres drgan dysku o srednicy D = 1 m, zawieszonego na osi przechodzgcej przez jego krawedz prostopadle do

ptaszczyzny dysku.
odp.: 7=% 92 126
2\ g

6. Wahadto zegarowe wykonano zaczepiajgc dysk o masie m, = 2 kg i srednicy L, = 0.2m do kohca preta o dlugosci L, =
1m i masie m = 1 kg tak, ze srodek dysku znajduje sie na koncu preta, a jego ptaszczyzna jest réwnolegta do preta. Oblicz
okres drgan bryty, jesli o$ obrotu umiescimy w potowie dtugosci preta, prostopadle do ptaszczyzny dysku.

Odp.T=1,6s



7. Kulka o masie m = 0,1 kg zaczepiona na sprezynie wykonuje drgania harmoniczne. Zalezno$¢ jej predkosci od czasu
opisuje wzor: v(z) = 70%@5(65" -z‘) Jak zalezy od czasu energia kinetyczna i potencjalna kulki? Oblicz najwiekszg
energie kinetyczna, jakg osigga kulka, jaka wtedy bedzie energia potencjalna sity sprezystosci?

Odp.:£,(t) =5/ -cos’(6s77 - 1) Ep(l‘):5/(7'5052(55_7'f)) E tmax =57 £,=0

8. W U-rurce o przekroju S znajduje sie stup wody o diugosci . Po wychyleniu z potozenia rownowagi stupek cieczy zaczat
wykonywac¢ drgania. Wykaz, ze sg to drgania harmoniczne i znajdz okres drgan. 7
Odp.: k = pgS 7':272'\/:
g

9. Pofozenie ciata wykonujgcego drgania harmoniczne opisuje wzor : x(¢)= Acos(wt) , gdzie A=2m. w= 0,2st. Jaka
jest najwieksza predkosc ciata?

Odp.:v=0,4m/s

10. Okres drgan ciata o masie m =10 g zaczepionego na sprezynie wynosi T = 2 s. Amplituda drgan rowna jest A =20cm.
Znalez¢ wspotczynnik sprezystosci sprezyny i maksymalng predkosc¢ ciata.

Odp.: k=0,1 N/m, v, = 0,628 m/s



